LOosen einer Gleichung 4. Grades

Diese Aufgabe ist I6sbar! Lodovico Ferrari (152288phat dazu eine Losungsformel entwickelt
(s.u.). Aber trotz seines Namens kommt man daneit #h Schneckentempo ans Ziel.

Trotzdem sollte man sich nicht davon abhalten lassal ,per Hand" eine Gleichung 4.Grades zu
l6sen. Erstens ist es ein tolles Gefiihl, wenn nsageschafft hat und zweitens kann es uns
hochtechnisierten Menschen nicht schaden, wenmviahrfurcht sehen, was die (zugegeben
besten) Mathematiker vor 400 bis 500 Jahren mit dig@nen Kopf geleistet haben.

Da im Lauf der Rechnung ggf. auch eine Gleichu@&des geldst werden muss, sollte man vor
dem Weiterlesen erst einmal den Artikel ,Losen ef@keichung 3.Grades" durcharbeiten!

Auch zu komplexen Zahlen, die als Zwischen-L6sumd) imm Ergebnis auftauchen kdnnten, findet
sich da ein kurzer Abschnitt.

Und jetzt springen wir ins kalte Wasser:
Jede Gleichung 4.Grades kann man in der F$rrhalx’ +bix*+cix+d =0 mit a,b, ¢, d00

schreiben. Falls vor dem ersten Summanden nichaldor 1 steht, dividiert man eben durch diese
Zahl und erhalt dann die angegebene Form.

a a\’ a)® a)’ a
Nunsubstituiertmanx=z—z: Z_Z +a Z_Z +blz——| +cllz——|+d =0

Lost man die Klammern auf und fasst nach Potenparevzusammen (fiir die erste Klammer
braucht man die Formal¢b * ¥ a* —4a’b+6 & 5— 4 af+ B , fiir die zweite Klammer die

Formel (a-b)® = a®>-3a’b+ 3ald — B und fiir die dritte Klammer die 2.binomische Formel
(a-h)*>=a’-2ab+ Id ), so ergibt sich

3 ) (1 1 } ( 3 1 1 )
4 _= - _ = = = =
yA +(b 8[512 7+ SDa" ZDabL Oz ZSGD”a+1GD%\b4D ac |d=0 oder
3 1 1 3 1 1
4 - —h_" 2 ——rR3_= — " @4y T 2h——
'+ pZ+ gz r=0mit p=b 8a . q 8& 2Eab+ cundr 256@ +16®b 4Eac+ d.

Der Fall p=0 und q =0 fiihrt auf die triviale Gleichung® +r =0 .

Fir p#0 und g =0 erhalt man die biquadratische Gleichurigr p(IZ + r=0 , die mit der

Substitutionv = z° zur quadratischen Gleichung + pv+ r =0 wird, welche man mit Hilfe der
bekannten ,p-g-Formel” [6st.

Bleibt also der Fallp#0 undq#0 .

Man versucht nunz* + pZ + gz r=0 auf die Form(z2 + P)2 —(Qz+ F)Z =0 zu bringen.
Dass das immer geht, zeigen wir, indem wir dieseFerm ausmultiplizieren und dann nach
Potenzen von z zusammenfassen:

Z'+2PZ+ P- FZ7-2QRz R0
Z+(2P- )2 +(-2QR0z( P- B=0
dh. p=2P-Q , q=-2QF undr = P?-R? .
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Die Gleichung(z? + P)* -(Qz+ R’ =0 hat sicher dann eine Losung, wezin+ P= Qz+ Roder
wenn z° + P=-Qz R(diese Gleichungen werden zum Schluss wieder lgnot
Zunachst muss man jetzt alleQ undR ausp,g,undr bestimmen.

Dazu formen wir die Gleichungep=2P- @ , d=-2QF undr = P? - R? so weit um, dass nur
noch die Variabld in Abhéngigkeit vorp,q undr vorkommt:

q
=-2QR= R=-—~
q=-2Q0R= 20
q°  4Q° 1 9
r=P’-R°= R= PP-r= 2= 2 — B2 = Q%= 2
Einsetzen: 4Q Q P AP° —4r
2
p=2P- QP =2P-——— = 4P?p—4pr= 8F°- 8P ¢ =
Einsetzen: 4P° —4r

1 1 1
- 4pP? - 8rP+ 4pr- ¢ = 0= P"—E pP - P2 Py f=0

Diese Gleichung 3.Grades mit der Variabfemuss nun geldst werden. Wie man das macht, ist
unter der Uberschrift ,Lsen einer Gleichung 3.@sidzu finden :-)

-------------------------------------------------- N —
Aus p=2P- @ , q=-2QF undr = P? - R? folgen die Gleichungen

RZ = P2_r , QZ =2P- p undQR:_%

Man wahlt nun aus den gefundenen LésungeR féine aus, berechnet mit den beiden ersten
GleichungerkR undQ und pruft, ob die dritte Gleichung mit diesen Warerfillt ist. Wenn nicht,
muss man eine andere Losung Yhbenutzen.

Diese Werte fiiP, Q undR setzt man nun in die Gleichungeh+ P= Qz+ Rund

Z2+ P=-Qz R(s.0) ein, l8st die sich ergebenden quadratisGieithungen mit der Variable z
und erhalt die 4 Lésungen der reduzierten Form.

a
Unter Beachtung vonx = Z_Z ergeben sich dann die Losungen der ursprungli@teichung.
Fertig!

Beispiel®:
Finde die Losungen der Gleichuﬁé—X3+2X2—4X—8= 0
-1 1 2275
Die Substitutionx = z=—== z+ ergibt Z* +2 ZZ_E Z e =
.._13__25._2275
Damit gilt p—g ; q__E =T e

1 1 1
Die GleichungP®-— pP2 - P+ pr—— o =0 liefert mit diesen Werten die Losungen

2
L P——i+3| ' P‘—i—BI
16 ' 2 16 roee

R= 16

1Gestandnis: Nach mehreren Anlaufen wegen einigerfljieitsfehler habe ich dann doch zum UberprifenRechnungen und
zur LOsung der Gleichung 3.Grades auf den eleksarén Freund und Helfer zuriickgegriffe
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Mit der LésungP, ergeben siclR? = P* - r=

225_(_ 227? _ 2500 _,50_ 25

= = -4
256 " 256) 256 ~ M2 f1g g
sp=2p-przdS B4 1o D1
und Q° p=20c-g == Q=5
25
) 25 i 25 . q 125 " g
Wahlt manR=+-—- und Q=+ so ist mitg=—-— die GleichungQR=- = -0 =-——
. 8 2 8 2 2 8 2
erfullt.
Einsetzen in die Gleichungen:
15 1 25 1 35 1 1 35 1 6
+ P= Qz+ 2+ —=_ #—— %—— — =t =t
z Qzt Re 27555 5= 6 07 P 16t 6 2t
1.6 7 _16_5
AT47474 0 %274 47
Z+P=-Qz R> 001 222 5l 9 o ——1 5 1,4
6 278 > %16 247 16 16 4
——1+2i ; ——E—Zi
ZS_ 4 1] 24_ 4
. e a - 1 .
Mit a =-1 und Resubstitutiorx = Z—Z = Z_T = Z+Z ergeben sich die L6sungen
—Z+1—2 ; ——§+1——1 ; ——1+2i+é—2i ; ——1—2i+1——2i
NTGTGT 0 T TTy T  RTTmAlr T R T T mATY T
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