Losen einer Gleichung 3. Grades

Wer sich auf dieses Abenteuer einlassen will, braucht einige Kenntnisse iiber komplexe Zahlen.

Es reicht aber, wenn man folgende Sachverhalte kennt und ,,kochrezeptartig* (man nehme...)
anwenden kann:

Es gibt eine Zahl i, die nicht im Bereich der reellen Zahlen liegt, sondern die die Einheit einer
anderen Zahlenart (imaginire Zahlen) ist. Definition: i > =—1. Daraus folgt zB.: V—1=1i |

Man rechnet mit / wie mit einer Formvariablen, schleppt das i also durch die ganze Rechnung
mit. Es sei denn, es ergibt sich eine Vereinfachung dadurch, dass das i quadriert wird. Dann
kommt -1 heraus.

Beispiele: 3+4i—-2+6i=1+10i oder

2-3)1+5)=2-1+2-51-3i-1-3i-5i=2+10i = 3i =151 =24+ 7i = 15- (=) =2+ 7i+15=17+7i
Zahlen, die sich in dieser Art aus einer reellen Zahl und einer imaginiren Zahl zusammensetzen,
nennt man komplexe Zahlen. Man trégt sie graphisch als Punkte in einer Ebene auf, bei der das

Koordinatensystem auf der x-Achse die reellen Zahlen und auf der y-Achse die komplexen
Zahlen enthilt.

Es gilt, dass jede 3.Wurzel einer komplexen Zahl drei Werte hat, einen reellen Wert x; und zwei

| 1 i
weitere Werte, die sich aus x, durch Multiplikation mit —5+5-\/§ bzw. — % — =3 ergeben.

2 2
1 i ’
3
Bitte ausprobieren: (xl'(_E+E‘V3D =X

Auf Grund der Darstellung der komplexen Zahlen im Koordiantensystem kann man zeigen, dass
sich jede komplexe Zahl durch Polarkoordinaten ausdriicken ldsst:

. b
a+bi=r-(cosQ+i-sin®) mit r=+va*>+b> und (p:arctan(;j

Nach dem Satz von Moivre gilt:

Ja+bi = i/;(cos(§+n-1200) +i'sin(g+n'1200)j mit ne {0,1’2}

Nun aber los:

Jede Gleichung 3.Grades kann man in der Form xX*+a-x>+b-x+c=0 mit a,b,ce R schreiben.
Falls vor dem ersten Summanden nicht der Faktor 1 steht, dividiert man eben durch diese Zahl und
erhélt dann die angegebene Form.

a a ’ a g a
Nun substituiert man: x=Z—§: Z—E +a- Z—g +b- Z—g +c=0

Lost man die Klammern auf und fasst nach Potenzen von z zusammen (fiir die erste Klammer

braucht man die Formel (a—b)’ =a’ —=3a’b+3ab’ —b’ | fiir die zweite Klammer die 2.binomische
Formel (a —b)2 =a’—2ab+b* ), so ergibt sich

3+(b—l 2) +(i s_Labe )—O

N 34 ) 2T 74 T3 AT =Y oder

3 1 2 2 3 1
Z+pz+q=0mit P=b—3a und 4= a —5rab+c

Die Fille p=0 und g =0 sind trivial und werden nicht weiter behandelt.
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Nun substituiert man noch einmal: Z=u+V |
Daraus folgt (u+v)’+p-(u+v)+q=0 .

Ausklammern: @’ +3u’v+3uv’ +v’ + pu+ pv+qg=0

Zusammenfassen: 4’ +v° +q+ (3uv+ p)(u+v) =0 (Durch Ausmultiplizieren beweisen!)

Ist nun #’ +v’ +¢ =0 und gleichzeitig 3uv+ p =0 , dann ist Z=u+V eine Losung der Gleichung.

Die folgenden Schritte werden fiir die Variablen u und v identisch durchgefiihrt. Deshalb wird hier
nur die Rechnung fiir u gezeigt:
3
Aus 3uv+ p =0 ergibt sich v = - . Einsetzen liefert u’ _p_3 +9=0.
X 3u X X 27u
Umformen: u(’—%+q-u3 =u+q-u’ —%: k* +q-k—%:0 mit k=u’

— ) . . . _a. | P .
Die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen ergibt k,, =— 2\ 4 + 27 und damit

2 3
a,|a p
Yk =3-L4 L2
o \/ 27V4 27
a, ¢ P

Die Auflosung nach v ergibt analog Vi = Vi = 3\/ St

2 4 27 -
Die Probe in u” +v*+¢ =0 zeigt, dass die Vorzeichen bei u und v unter der Wurzel verschieden
sein miissen. Also wihlen wir:

2 3 2 3
3l 49,19 P _ i/ 9 |9 P
=3A—=H+ T+ 2 =A-= -+
! \/ 2"Va M7 wd VEYT TN o7
Damit erhalten wir die Losung fiir z, die man auch Cardanische Formel nennt:

2 3 2 3

2" Va7V 27 V4 27
(Ubrigens: Geronimo Cardano (1501-1576) war nicht der Finder der Formel, sondern diese stammt
von Niccolo Tartaglia (um 1500-1557))
Neben den reellen Losungen fiir u=u; und v=v; gibt es noch (wie oben gezeigt) jeweils die beiden
komplexen Losungen

1 i 1 i
“2,3:“1'(_515"/5) und V2,3:V1'(_Ei5"/§j .

Da sich z aus der Summe eines u- und eines v-Wertes zusammensetzt, wiirde es bei 3 u- und bei
3 v-Werten insgesamt 9 z-Werte geben.

Da aber die Nebenbedingung 3uv + p =0 erfiillt sein muss, gibt es nur die 3 Losungen

1 i 1 i
Z=u+v,, z,=u, +v; und z; =u; +v, (wegen (_E—FE\@)(_E_E\/?) =1 ).
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Beispiel:
X 4+3x*=5x-92=0 ,dh.a=3 b=-5 c¢=-92

b L 5 ! 9=-5-3=-8
p: _—a = —)—" =——)— = —
3 3 und
2 41 2 1
qZE-a —g-ab+C=E-27—§-3-(—5)—92=2+5—92=—85

2 .3 2 .3
| q_p_i/g q_P__i/ﬁ @2\/& 1225 512 _
=3-=+ + o +i-o— + o= + - +3—— - =
ZI\/Z 4 27 2 4 27 2 4 27 2 4 27

T

5.5 fes 2
E+E=5 Reelle Losung: x1221—§:5_§:4

5 129 _[2, 290 (1
Mit u =+~ gilt 3=\ 5t )\ 7%,
5 129 _[2 V29 1
und mit v, =2 =~ gilt 237 57 g T2 3

5 129 1 i 5 129 1 i
Also: 2 Tt +V3:(E+ 6 j (—5+5\/§j+(5—7j (—E—E-\@jz
5.5V3 . 129 V48 5 543 129 V43 5 V43
47 4 T T e s T Ty T
I S VB3 5 B T VB
araus folgt: x, =2, 3757 i 3 5 i—1= 5t i

5 129 1 i 5 129 i
und Z3:”3+V2:(5+ 6 j'(_E_E \/§j+(5—7}(——+— *@j:
5 543 129 V43 5 543 V129 V43 5 V43
47 4 T2 s Ty T Ty Ty
s folots x o g Go 3 N335 V437 43
araus folgt: X; =25 3- 5 2 l 375 > l =75 5 1

Hat man eine Losung ermittelt, kann man auch mit Hilfe von Polynomdivision aus der Gleichung
3.Grades eine Gleichung 2.Grades ermitteln und dann mit der bekannten Formel fiir quadratische
Gleichungen die restlichen Losungen finden. Hier:
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(X +3x2=5x=92):(x—4)=x" +7x+23
X —4x*
7x*—5x—-92
7x*> —28x
23x—-92
23x—92

Wegen der negativen Diskriminante gibt es also nur eine reelle Losung.

Man kann zeigen, dass es immer nur eine reelle Losung gibt, wenn man die Cardanische Formel
anwenden kann.

Nicht anzuwenden ist sie im sogenannten ,,casus irreducibilis®, bei dem die Zahl unter der 2. Wurzel
bei der Cardanischen Formel negativ ist. Man muss dann 3.Wurzeln aus komplexen Zahlen ziehen.
Vieta gelang es um 1600, diesen Fall zu 16sen. Uberraschenderweise ergeben sich dabei immer drei
reellwertige Losungen.

Herleitung der Formel:
2 3 2 3

q 14 q 14
—+-—<0 i it Si i —_— >
Ist 1t , dann ist mit Sicherheit p<0 und 17 0.
Also gilt

2 3 2 3 2 3
| a, |¢ p»_ | 4 (q_P_j_i/ | P
-+ + = =3 —-2+, D= =3—otiy[———
\/2 427\/2\/() 427 N4 T2

2 3 3
q . q9 P . - P
Es kann geschrieben werden (s.0.) —E‘H '\/—T—E =r-(cos@+i-sing) mit r= EYR und
3

3 2 3
q.|-p o |ZP 49  |ZP
2\ 27 und qu’_\/ 27 4 \/ 27

(NSRS}

cosQp=——-

Nach dem Moivreschen Satz ergeben sich fiir u und v:

2 3 2 3
u=i/—%+1/%+% Z%-(cosgﬂ'-sin%j v:i/—%— %+% =%-(Cos%—i-singj

9

und damit & =4tV =§/;-(cos%+i-sin%j +W-(cos%—i-sin§j = 2-%-005%

Nach Moivre ergeben sich aber noch zwei weitere reelle Losungen:
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2, =23r- cos( +120) und Z3=2'§/;'cos(%+2400j .

a
X1>%25 X3 erhilt man nun mittels x =z —

Die Losungen fiir 3

Beispiel:
x*=7x+6=0 Die Gleichung liegt schon in reduzierter Form vor, so dass p=-7 und q=6.
qg> p> 36 -343 —343 _243-343 , _ o
Es ist 7 +E = 7 +— 27 =9+ <0 , also liegt der casus irreducibilis vor.

r= W, 27 \, und cosQ = V V 27 V 343 ’dh p=

Als Losungen ergeben sich

/343 147 ,30
=2. \/7 cos =23 ( =2

343 147,3"

X, = 2-%/7-cos( +120") =23 os( 120°j =-3
343 147,3°

Xy = 2-3\/7-005( +240°j =23 os( 3 2400j =1
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