Nachweis der Monotonie einer Folge

Eine Folge ist monoton steigend, wenn gilt: a,<a, .,

Subtrahiert man a,_, , so ergibt sich |a,—a,,,<0

a}’l

a
oo n .

<1 fir a,,,>0| oder| —=1 fiir a,,,<0|.

an+l an+1

Teilt man die Ungleichung durch «,,,, so gilt:

Eine Folge ist monoton fallend, wenn gilt: a,=a,

Subtrahiert man a,., , so ergibt sich |a,—a,.,=0

a a
Teilt man die Ungleichung durch a,., , so gilt: a—”zl fir a,,,>0| oder] —<1 fiir «,,,<0 .
a

n+1 n+1

Diese Beziehungen kann man ausnutzen, um die Monotonie nachzuweisen, wie hier am Beispiel der
n+1

Folge a,=—— gezeigt wird:
2n+l 2(n+1)+1 2n+1_3_2n+2 2n+1_(3_2) 2I1+1 2 n+l
a,—a, = - o= . = — = +1:(_) >0
3}’! 3)1 3}’[ 3}7 3}’1 3
2n+l
a 3n 2n+1 3n+1
= T an a2 =5 =1 Beide Methoden zeigen: Die Folge ist monoton fallend.
an+1 2 3 2 2
3n+1

Nachweis der Beschrinktheit einer Folge

Eine Folge ist nach oben beschriankt, wenn es eine Zahl S gibt, so dass fiir alle n gilt a,<S§ .
Eine Folge ist nach unten beschrankt, wenn es eine Zahl s gibt, so dass fiir alle n gilt a,=s .
Ist eine Folge nach oben und unten beschrinkt, so heif3t sie ,,beschrankt.

Beispiel: Ist die Folge a

-

7

n
a ‘? . = —
EP beschrankt? Vermutung: S=1, s=0.

Nachweis fiir S: 3 " 2£1 = n<3n—2 = 2<2n = 1=<n.Dadie letzte Ungleichung giiltig

n—
ist, ist 1 obere Schranke.

Nachweis fiir s; — 1 >0 = n=0. Auch das ist giiltig, also ist 0 untere Schranke.

Ob man damit die kleinstmogliche obere Schranke und die groftmdgliche untere Schranke ermittelt
hat, ist durch diese Rechnung nicht zu entscheiden. (1/3 ist die groStmdgliche untere Schranke)
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Grenzwert einer Folge

Jede monotone Folge, die beschrinkt ist, hat einen Grenzwert, d. h. einen Wert, dem sich die
Folgenglieder unendlich nahe annéhern.

Anschaulich: Ist eine Folge monoton steigend und beschrinkt, dann gibt es einen Grenzwert g mit
folgender Eigenschaft: Fiir jede Zahl, die kleiner als g ist, und wenn sie noch so dicht an g liegt,

finden sich unendlich viele Folgenglieder, die noch dichter als diese Zahl an g liegen.

Benennt man den Abstand zwischen dieser Zahl und g mit dem griechischen Buchstaben € , dann
gilt also a,>g—¢ fiir unendlich viele n, allerdings erst ab einem ganz bestimmten 7, .

4n—-3

Beispiel: ist eine monoton steigende und beschrinkte Folge. Der Grenzwert ist 2.

Nachweis: Ab einem bestimmten 7, muss fiir alle groeren n gelten: a,>2—¢.

>2—€ = 4n—-3>4n—-2ne = —3>—-2ne = 2ne>3 = n>2i,
€

Man sieht, dass man zu jedem noch so kleinen € ein n, findet, das diese Ungleichung erfiillt. Und
fiir alle groBeren n gilt diese Ungleichung dann erst recht. Die Folgenglieder néhern sich also
unendlich nahe an den Wert 2 an.
3 3-200
1 2
2 200
Folgenglieder ndher als 1/200 am Grenzwert 2.

Also:

Fiir z. B. EZL gilt n>

200 =300 , d. h. von ny=300 an sind alle weiteren

Gegenbeispiel: 3 ist nicht der Grenzwert der Folge:
An73 3 e 5 4n—3>6n-2ne > —3>2n—2ne = —3>n(2-2¢) = =3
2n 2-2¢
Da man durch 2—2e teilt, gilt die letzte Ungleichung nur fiir € <1 . Sonst hitte das Zeichen > in
das Zeichen < abgeéndert werden miissen.
Da es aber darauf ankommt, das Verhalten der Folge moglichst dicht am ,,Grenzwert* zu
untersuchen, ist die oben angegebene Ungleichung die hier benétigte.
Man sieht, dass fiir ein bestimmtes € hochstens endlich viele Folgenglieder die Bedingung erfiillen.

>n.

1 : : . : 1 .
Fiir €=52. B. miisste n<—3 sein, was fiir kein n zutrifft, d. h. zwischen 3 5 =2,5 und 3 gibt es

kein Folgenglied.
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