. 1 eilverhaltnisse am Dreieck*

oder

»uUm das Wievielfache ist das Dreieck ABC grofler als
das Dreieck XYZ7?¢

D teilt die Seite AB im Verhéltnis 1:2,
E teilt die Seite BC im Verhiltnis 1:2,
F teilt die Seite CA im Verhéltnis 1:2.
Die Vektoren 4B und AC definieren das Dreieck.

Losung:

Zunichst wird berechnet, in welchem Verhéltnis die Punkte X, Y und Z die durch das Dreieck
laufenden Strecken teilen. Dazu wird die Methode des geschlossenen Streckenzugs genutzt:

AX +XD+DA=0

1/ 5 = 2, 1=}y 2 L. 1 -

AX =r-AE= +—=-\—a+b||l=r|{=a+=>b|==- +—r-b

r ra3(a ) r(3a3)3ra3r
XD=s-C =s~(—3+% al=—s Z+%~s~a
DA——%-ZZ’
2 L1 - -1 L 1., =
— 7. +_. — Q. +_.. —_— —
3ra 3rb sb 3sa 3a 0
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a (% r+%-s—%)+5-(%-r—s)=6 = %H—— S—%:O A %'F—SZO =
s—%r = —r+%%-r—%=0 = ér+l r:% = grzg = rz% = S:%

Aus Symmetriegriinden haben alle von den Eckpunkten ausgehenden Teilstrecken % der Lange
der durch das Dreieck verlaufenden Strecke, die auf die Seiten des Dreiecks auftreffenden

. 1 . . . ) .
Teilstiicke 7 der Lange. Damit bleiben fiir das mittlere Teilstlick % der Léange tibrig.

Alle Transversalen werden also durch die Punkte X, Y und Z wie 3:3:1 geteilt.

Dasselbe Ergebnis ergibt sich natiirlich, wenn man einen anderen geeigneten geschlossenen
Streckenzug betrachtet, im Folgenden z.B. XYBDX:

—_— —_— —_— —_— -

— — o 1y o = 2., 1=\ 2 L 1 -
XY=r-AE=r-la+—=-\—a+b||=r|=a+=>b|==r-a+=rb
r r-la 3 ( a ) r (3 a 3 ) 3 r-a 3 r
— 2 - 2 - .
YB=s-FB=s —§-b+a =3 b+s-a
ED:—%-&
DX =t-DC=t (—%-aﬁ;):—— t-G+tb
2 21 - 2 = - 2.1 o 7 =
g-r-a+3 r-b 3 s-b+s-a 3 a 3 t-a+t-b=0
- 2 1 -1 2 - 2 2 1
Zpte—=——. + —p—"s+t|= g —=——. — A —p—=- +f=
a(3rs33t) b(3r3st 0=>3rs3310 r s+t=0
Aus Symmetriegriinden muss gelten: » +s +¢=1,also¢t =1 -r-s. Es folgt:
g-r—i—s—g—l+l-r+l-s=r—i—i-s—1=0 = rzl—i-s nd
3 33373 3 3° Y
1 2 2 5 2 8 5 7 1 3
e — . +1_ =" _|_1: — =g —= +1: — gt —= ==
3r3s r—s 3r3s 0=>39S3S 0= 9S30=>S7
43 4 3 3 3 1
= 7 3 i und damit r—s 77777

Auch hier ergibt sich, dass die Transversalen durch die Punkte X, Y und Z wie 3:3:1 geteilt werden.

Nun zur Flichenberechnung:

Da es nur auf das Verhéltnis der Flachen zueinander ankommt und nicht auf konkrete
Flacheninhalte und da die Verhéltnisse der Flaichen zueinander konstant bleiben, ganz gleich, wie
die Vektoren @ und 5 gewihlt werden, darf man sich ein beliebiges Dreieck fiir die Berechnung
aussuchen.

Hier wird das a) mit einem gleichschenklig-rechtwinkligen und b) mit einem gleichseitigen
Dreieck verwirklicht.
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gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck:

Der rechte Winkel ist bei A, daher ist AC die Hohe
im Dreieck mit der Grundseite AB.
Fiir das grof3e Dreieck ergibt sich der Flacheninhalt
1 9 F

~33=2 .
2 2

Zur Berechnung des kleinen Dreiecks werden die
Gleichungen der Geraden

g durch A und E,

h durch B und F und

1 durch C und D berechnet.

1
g y=gx A,

h: yz—%x+2

i: y=—3x+3

Die Koordinaten der Schnittpunkte X, Y und Z ergeben sich durch Gleichsetzen der
Geradengleichungen.

1 2 7 12 6
gund h geben Y: E-xyz—?xy—ﬂ = g-xyzz = xY:7 = J’y:7
h und i geben Z: —%-xz+2=—3~xz+3 = ;x2=1 = xz=% = yz=%

. 1
iund g geben X: —3-xX+3=E-xX = 3:%-);)( = xX:g = yX:7

Mit den ermittelten Werten lassen sich die Flachen des roten Quadrats und der im Quadrat durch die
griinen Linien begrenzten Dreiecke berechnen:

rotes Quadrat: (xY—xZ)-(yZ—yX):(%—%)-(%—%):%%:4_;

Dreieck links unten: %-(xx—xZ)-(yZ—yX)=%-(g—%)-(l72—% =%%%=%
Dreieck rechts unten: %-(xy—xX)-(yy—yX):%-(%—g)-(g—%):%.g %:%
Dreieck rechts oben: %-(xY—xZ)~(yZ—yY)=%-(%—%).(%_g)=%%.g=%

Fléache des griinen Dreiecks = Flidche des Quadrats — Fldche der oben berechneten Dreieck:

481 27 18 54_81 99 162 99_63_9

Das Verhiltnis vom groBen Dreieck zum kleinen Dreieck ist also % %: 7:1
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gleichseitiges Dreieck:

Hat die Seite AB die Lénge a, so betrigt
die Flache des groBBen Dreiecks ABC
1 \/7 \/7 e

Ape=7-a

272 4

Aus Symmetriegriinden ist das kleine
Dreieck XYZ auch gleichseitig.

Zur Berechnung der Fldche wird
zunidchst die Linge der Strecke AE
berechnet. Der Wert ergibt sich nach
dem Satz des Pythagoras aus den
Léngen der Strecken EH und AH.

EH hat nach dem Strahlensatz die Linge

leg L3 V3
3 3 2 6

AH hat nach der nebenstehenden

Abbildung die Linge %-ABZ%a

R

3 252\/28 2_\/72ﬁ
36 ¢ 36

Damit gilt: AE=\EH’+ AH’= \/ at+== 7

Da die Strecke AE durch X und Y im Verhiltnis 3:3:1 geteilt wird, betrdgt die Seitenldnge des

. . 3 , . 3 47 _a
kleinen Dreiecks XYZ genau 7 der Lange der Seite AE, also 73 a= 7
Da sich die Flachen dhnlicher Figuren wie die Quadrate entsprechender Seitenlédngen in diesen

Figuren verhalten, verhilt sich die Flache des gro3en Dreiecks zu der des kleinen Dreiecks wie

a ? a7
5 .
a:|l—=| = =7:1
(ﬁ) a’

Wer findet weitere geeignete Dreiecke, an denen sich dieses Flachenverhéltnis gut ermitteln 1dsst?
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