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LOsung

1 GegebenistdieGleichung x-y’—y’—x*=0 . [1]
Verschaffen Sie sich einen Uberblick tiber den Kurvenverlauf, indem Sie die Kurve auf
Asymptoten und waagrechte sowie senkrechte Tangenten untersuchen.
Untersuchen Sie besonders das Steigungs-Verhaten der Kurve fir x=0 und x—+ und bilden
Siedie erste implizite Ableitung nach x und nach'y.
Zeichnen Sie auf Grund der gefundenen Eigenschaften die Kurve.

Losung:

Man sieht sofort, dass fir x= 0 auchy = O und fir y = 0 auch x = 0, d.h. der Ursprung ist der

einzige Punkt der Kurve auf den Koordinatenachsen.
3

Auflésen der Gleichung nach y? gibt:  y*= [2]. Dalinks eine positive Zahl steht, muss

x—1
auch der rechte Term positiv sein, d.h. esmussgelten (x*>0Ax—1>0)V (x’°<0A x—1<0)
bzw. (x=0AX>1)V(X<0Ax<1) = x>1vx=<0 ,dh.fir 0<x<1gibt eskeiney-Werte.

Day nur in der 2.Potenz vorkomnt, ist die Kurve achsensymmetrisch zur x-Achse.

waagrechte Tangenten: (Ableitung nachX) 1- y?+ x - 2yy' —2yy' —3x*=0
Wegen y'=0 folgt y*=3x? . Einsetzen in [1] gibt x-3x°—3x°—x*=0 = 2x°-3x°=0 =

x1=0 Vv 2x2—3=0 = x2=§

27
8

Eingesetzt in [2] ergibt sich y,=0udy,==+

27 2 |27 3
—i _._=i —:i—- 3
8 1 4 2 '3

31
2

senkrechte Tangenten: (Ableitung nachy) x'- y*+x-2y—2y—3x°x'=0

Wegen xX=0folgt 2xy - 2y = 2y(x-1) = 0, alsoy=0oder x=1.

Dabei y = 0 (also bei (0/0)) nun neben einer waagrechten Tangente auch eine senkrechte Tangente
gefunden wurde, muss das Verhalten am Punkt (0/0) naher untersucht werden.

Da x nicht 1 sein darf, entfallt dieser Wert als Losung.

Verhalten der Kurve bei (0/0):
Ansatz der Naherungsgeraden: y = m - X. Einsetzen in [1] und umformen:

X -mx—mx’=x*=0 = mx’-m’x’—x*=0 =x> (M -1)+x*-(-m*)=0 =
x-(m*~1)-m?’=0 = m=0

x—0

Wegen der Achsensymmterie und der Seigung 0 bei (0/0) und der Bedingung x <0 muss bei (0/0)
eine Sitze vorliegen.

Verhalten der Kurvebel x = 1:
Aus[2] erkennt man, dass fur x—1 die y-Werte gegen o gehen, also liegt hier eine senkrechte
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Asymptote vor.

Verhalten der Kurvefir x — #eo (waagrechte oder schrage Asymptote?):
Ansatz der Naherungsgeraden: y= m- X+ ¢. Einsetzen in [1] und umformen:
X - (mx+c)’—(mx+c)’—x*=0 = m’°x’+2mex’+c*x—m*x*—2mex—c¢*— x°=0 =

2mc—m® c¢—2mc ¢

x> (m?=1)+ x> (2mc—m?)+ x- (¢~ 2mc)—c’=0 = m°—1+ " —-—=0
X X
Fir x — coergibtsich m>°~1=0 > m==+1 .EineZeile hoher diesen m-Wert einsetzen und
: . : - . c°F2c ¢ . o
die Gleichung mit x multiplizieren liefert: =2c—1+ ; —C—2= . FUr x — coergibt sich
X

daraus +2c—1=0 = c=i% ,alsosind y1=x+% und y2=—x—% 2wel schrage

Asymptoten. Daraus ergibt sich folgender Graph (Asymptoten sind rot gezeichnet):

4

-a

2 Die Gerade mit der Gleichung
1 .
y=-—5X+2 ist gegeben. » 2

Ein Quadrat wird so eingezeichnet, dass P

ein Punkt O auf (0/0) und ein weiterer \
Punkt P auf der Geraden liegt (siehe
Skizze). / 70
Wird P auf der Geraden entlang / /
geschoben, bewegt sich Punkt Q auf O 4
einem Graphen, der mit der x- und der

y-Achse eine Flache im 1. Quadranten
vollstéandig umschlieft.
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Benennen Sie die x-Koordinate des
Punktes P mit t und zeigen Sie, dass
die Gleichung des Graphen, auf dem
sich Q bewegt, in Parameterform so
lautet:

x(t)=%t+2 y(t)=—§t+2

Losung:
Wenn die x-Koordinate vom Punkt P gleich t
ist, ist die y-Koordinate wegen der

1
Gleichung y= —5X+2 gleich

—%t +2 . DadieDreiecke OAP und

PBQ kongruent sind, sind diese L&angen auch im 2.Dreieck zu finden. Damit ergeben sich fur x und

Y.
1 1 1 3
t)=t+(—Zt+2)==t+2 t)=—Zt+2-t=—"t+2
x(t) (=3t+2)=7 y(t)==3 5

g.ed.
t,
Berechnen Sie mit Hilfe der Formel %f (x(t)y'(t)—x'(t) y(t))dt denInhaltder
t,
Flache, die von dem Graphen und den Koordinatenachsen vollstandig eingeschlossen wird
und weisen Sie mit einem einfachen mathematischen Verfahren aus der Sek.l nach, dass das
Ergebnisrichtig sein kann.
Losung:
Wenn durch den Graphen, den der Punkt Q beschreibt, eine Teilflache des 1.Quadranten
abgetrennt werden soll, muss fur einen Wert t; die Kurve die x-Achse und fuir einen Wert t, die
Kurve die y-Achse schneiden. Berechnung dieser t-Werte:

x-Achse: Bedingungy = 0, also: O=—gt1+2 = gtlzz = tlzg

y-Achse: Bedingung x = 0, also: O=%t2+2 = %tzz—z = t,=—-4
1 t [ — 1 —_ —

Mltx()zund y'(t) 2gllt

%tf (x(t)y'(t)—x'(t)y(t))dt=%f((%t+2) . <_g)_% <—§t+2)>dt=

—4 —4 -4
1 3 3 1 —4 8 32 2
= (-St-3+3t-1)dt==[ (-4)dt=—2 [ dt=[-2t],"=8- (-2 )===10=
2{( 4 4 ) 2{( ) { [ ]% ( ) 3
3 3 3
Der Flacheninhalt der im 1.Quadranten abgeschnittenen Flache betragt also 32/3.
Die Form des von Q erzeugten Graphen erhalt man, wenn man den Parameter t aus den
Gleichungen fur x(t) und y(t) eliminiert:
x=%t+2 = t=2x—4 = yz—gt+2=—§(2x—4)+2=—3x+6+2=—3x+8
Esergibt sich also die Gerade mit der Gleichung y=-3x+ 8.
Die Flache lasst sich also einfach durch die Berechnung einer Dreiecksflache ermitteln.

Dazu missen nur noch die Schnittpunkte mit der x- und y-Achse gefunden werden.
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Der y-Achsenabschnitt ist 8. Den Schnittpunkt mit der x-Achse erhélt man mit dem Ansatz y=0:
0=—3x+8 = 3x=8 = x=% . * I

: o 1 1 8 64 32
> A:— . :—-—-8:—:—
Die Flache ergibt sich aus SX =3 3 5= 3

Das Ergebnis stimmt mit dem bestimmten Integral tberein.

3 Gegeben ist eine Kurve in Parameterform: . 1
X(t)=34+2-cost y(t)=2+3-sint .
Beweisen Siedie Formel  sin’ &+ cos’ & =1
Untersuchen Sie die Kurve auf waagrechte und

senkrechte Tangenten und skizzieren Sie den Graph L 2
dieser Kurve. o D
Berechnen Sie den Facheninhalt der Flache, die von cosa. . 1

der Kurve vollstandig umschlossen wird.
LOsung:
Wendet man den Satz des Pythagoras auf das Dreieck in
nebenstehender Skizze an, erhalt man unmittelbar die
gewtinschte Formel.
Esgilt x'(t)=—2-dnt und vy'(t)=3-cost .
Weiter gilt: Wenn x'(t) = 0 und y'(t) # 0, dann liegt eine senkrechte Tangente vor.
Und: Wenn y'(t) = 0 und X'(t) # 0, dann liegt elne waagrechte Tangente vor.

x'(t)=0 = —2-¢9nt=0 = t,=0 ;t,=m . y(t)ist fur beide Werte ungleich 0.
Koordinaten: t;:(3+2/2+0) = (5/2) t,: (3-2/2+0) = (1/2)

y'(t)=0 = 3-cost=0 = tl=% ;t2=3.T7T . X'(t) ist fUr beide Werte ungleich O.
Koordinaten: t;:(3+0/2+3) = (3/5) t,: (3+0/2-3) = (3/-1)

Der Graph, eine Ellipse, ist auf der ndchsten Seite zu sehen.
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Da die sin- und cos-Funktionen periodisch mit der Periode 27 c
sind, wird der vollstéandige Graph gezeichnet, wenn man alle t-
Werte zwischen to und to+ 27 berlcksichtigt, wobei der Wert von i
to beliebig ist. Mit t;=0 muss man beim Integrieren also mit den
Grenzen t,=0 und t,= 2z rechnen: 3
Die Ableitungen X'(t) und y'(t) sind auf Seite 4 zu finden. 5
1 t, 1
5 (X y () =x' () y(t))de=
t,
2T
1

> ((3+2-cost)-(3-cost)—(—2-gnt)- (2+3-dnt))dt=
0
2m sin’t +cos’t =1

%f(9-cost+6-coszt+4-s'nt+6-s'n2t)dt =

(9-cost+4-s'nt+6)dt:1-[9-s'nt—4-cost+6-t]§":
2

NlF NP
o%g’o

. ((O—4+127T)—(O—4+O))=%'127T=61T

Ubrigens: Die Flache einer Ellipse berechnet sich nach der Formel:
zzmal Lange der grofden Halbachse mal Lange der kleinen Halbachse, also hier: 7-3-2=6x

4 OrdnenSie4vondens Gleichungen eindeutig den 4 Abbildungen zu.
a y=x"-x°
b) xy +3y’=x+1
0 Vy+x‘=y+x
d X y+xy=2
e y=x+x'
Losung:
Durch einfaches Einsetzen ergibt sich, dass nur fur die Gleichungen a), ) und €) der Punkt (0/0)
Teil der Kurveist. Es gibt aber nur die 2 Kurven B) und C) mit diesem Punkt. Also ist fur eine der

Gleichungen a), ), €) kein Graph vorhanden. a) und c) sind punktsymmetrisch (mit (x/y) gehort
auch (-x/-y) zur Kurve), €) aber nicht (wegen x°). Damit muss €) zu B) gehoren.
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Bei c) kann fur x=0 y den Wert 1 annehmen, der Punkt (0/1) gehdrt aber nicht zum Graph C), also
muss die Gleichung a) zu C) gehdren.

Es bleiben noch die Gleichungen b) und d) Ubrig, so wie die Kurven A) und D)

Graph D) ist achsensymmetrisch zur 1.Winkel halbierenden, weil mit (x/y) auch (y/x) zur Kurve
gehort, d.h. wenn man in der Gleichung x und y austauscht, muss die Gle chung unverandert
bestehen bleiben. Dasist nur bei der Gleichung d) der Fall, also gehért d) zu D).

Damit gehort dann notwendigerweise b) zu A)

E g 15 B . - . .
w . Graph B
B . Aa.5
‘Graph A :
-15 -18 -5 b —-a.5
Gleichung b) Gleichung €)
Graph C
: : +@.5
pe _ﬂl_s B_IE 4 3 2 1 1 2 3 4 5
Graph D _
; : 8.5 :
Gleichung a) Gleichung d)
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