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L 6sung

1  Berechnen Sie das unbestimmte Integral J- sinx[¢os” x dx =
a) mit Substitutionsmethode

dz . -
Z=COSX=>—=-Snx=dx=——->I/dz
dx sinx

-2 -cos’x
&2 ) 2 = =
Isnxm:o§xdx J‘(smx 0—|dz= j Z’dz= 3 3

b) mit Produktintegration

J‘sir)xﬁlzos2 X dx = — cosX[€0S” X— I (—cosx)[(2 [osx [{—sinx))dx =

- cos’ X

-cos’ x—ZEJ-siantos2 xdx:>3EJ-sian1:os2 xdx = —cos,3x:>J.sinx[Il:os2 xdx =

1
2  Berechnen Sie den Wert des bestimmten Integrals | ——=0X =
erechnen Sle aen vwert aes Immten Integr SJ;W

} dx
Xx=20inz= — =2[¢osz= dx = 2[¢osz[dz=

dz
J% dxzji 2@:03.2 dz = J§ 2[¢osz JG- COoSZz dz:J§ COoSz
) A= X2 * \JA—-408n% z } 2/1-sin? z ? \Jcog? 7 0
fldz—[z]”—E—O—I—T
y 6 6

3 Der Graph der Funktion mit der Gleichung f (X) = aX? rotiereim Bereich
x€[0,1] einmal um die x-Achse und eéinmal um die y-Achse.

Berechnen Sie das a, fur das die Volumina der entstehenden Drehkorper gleich
sind. *

Drehung um die x-Achse:

5 5

X

x5 1 2
F:}
V, = ITE_" yZdx —rr[_[(aD@) dx _7T|:ja x*dx {ITE‘B.Z B—} -z
0
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Drehung um die y-Achse:

1
Vv, = n[j x*dy —rrE_f X E)—dx —nq x* [{2 A X)dx —rr[_[ 2 @ 05Cdx {2 B E)Lﬂ

Y1

oder wegen y =alX® \/7 auch
) y y F S F.
Vv, = nEj-x dx = 7T[_[ dy = {2@} o - 2

Y1

Wegen V,=V, gilt
m@a® nma a1

1
4 DieFunktionsgleichung f (X) = 3 [X[E/6x—X* ist gegeben.

a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich.

x[Q/6x—x* = xQ/x[6—X)

Der Term unter der Wurzel ist nur positiv fir x>0 und x<6, d.h. D, :{X O0/0s x< 6}

b) Bestimmen Sie an den Randern des Definitionsbereiches die Funktionswerte und die Steigungen.

1 1 1
f (0) =§m)a/6:o und f(6):§[651/6[6—62 :gtw/ﬁ:o

2 2

6-2 6x - 3x -
f(x)——Eli/6xx+ AT L At S

2[«[/6x x? 3 3Q/6x - X’
Vex—x2 +\/9x2—6x3+x4 _ex-x +\/9x—6x2+x3
3 54x-9x* 3 54— 9x
Vo [0 _
x—>0:f (>3 * ——0

\/6[6 62 / \/7
X—6:f (X)— - @

¢) Berechnen Sie die Lage der waagrechten Tangenten.

Ausf’(x)=0 folgt:

\/6x—x2+ 3x-x* 6X — X° X% —3x

=0= = = 6X—X° = x* =3x = 9x = 2x°
3 3E/6x- X 3 30/6x - X2
93/3
daraus folgt x; = 0 und X, = 4,5 mit f (x) =0und f(X;) = a4
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d) Berechnen Sie das Volumen des Kdrpers, der sich ergibt, wenn der Graph der Funktion um die
x-Achse rotiert.

6 6
_ 6x° - x* 2 . 1 .
V, —nqo( X/ 6x - x] dx = 7T|:_"4dx nqo(gﬂ —§R]dx—
2 3T g 8) . om0t _zt6
34 95 5/ 5 5

e —-a
Gegeben ist eine Funktionsschar durch die Gleichung f,(x) = SEGT :

a) Berechnen Sie, wo die Graphen der Schar die Koordinatenachsen schneiden.

Nullstellen-Bedingung f4(x) = Oliefert e-a=0,also €=a und x=1Ina
Ausx =0 ergibt sich f4(0) = 5 - 5a al's y-Achsenabschnitt

b) Untersuchen Sie, fir welche Werte von a es waagrechte Tangenten und fr welche Werte von aes
Wendepunkte gibt.

-a_5_sm
f(X)= 5El—a

=5 -5@ae ™

f,'(x)=-5[& " +10[a &2

Bedingung fir waagrechte Tangenten ist f, (x) =0, also:

-5 *+10@@>* =0=>5@*=10AR*=1=2@A@ *=e =2a=x=In2a

Es gibt also nur fir a0 waagrechte Tangenten, weil sonst der Logarithmus nicht definiert wére.
f,"(x) =+5[" - 20[a &

Bedingung fir Wendepunkteist f;”"(x) =0, aso:

+5@*-20@m@E > =05 =20@RE*=1=4@A@ = =4a= x=Inda

Es gibt also nur fir a0 Wendepunkte, weil sonst der Logarithmus nicht definiert wére.

¢) Vereinfacht man die Ableitungsterme, so erkennt man, dass sie ale nach einem bestimmten
Schema aufgebaut sind. Suchen Sie unter diesem Gesichtspunkt eine Formel fur die n-te
Ableitung.

1. Die Vorzeichen beider Summanden andern sich bei jeder Ableitung.
2. Der Koeffizient des zweiten Summanden verdoppelt sich bel jeder Ableitung.

Darausfolgt: f,™(x) = (-1)" B™ - (-1)" BR" @R = (-1)" BE ™ [1-2"@E™)

d) Zeigen Sie (falls noch nicht geschehen), dass die 1. Ableitung so geschrieben werden kann:

f,'(x) = -5&* +10[&[&™* . Bestimmen Sie die Ortskurve aller Punkt mit waagrechter
Tangente.

Herleitung der 1. Ableitung unter b).

1
Waagrechte Tangenten liegen bei x=In2a,d.h. a= > [&* . Darausfolgt:
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5
T 208

1 5 5
.I: - -X _ —2X - -X _ X —2X - X _ X = X
a(Xaaag7) =5[&7 —5S[Ale Sle 5%@ (& Sle 2@ 2@

e) Einige Kurven der Schar schlief3en mit den Koordinatenachsen 2 Teilflachen ein. Berechnen Sie
das a, fir das diese beiden Teilfl&chen gleichen Flacheninhalt haben.

Wenn diese Teilflachen existieren, dann befindet sich die erste zwischen x=0 und der Nullstelle und
die zweite zwischen Nullstelle und +oo, falls die Nullstelle bei x>0 ist oder zwischen x=0 und +co,
falsdie Nullstelle bei x<0 ist.

I fa(x)dx =I (5re* -5mE™)dx = -5 +§@[¢—zx = f,9(x)

T 5 ” 5
Ifa(x)dx:{—SE‘HE&Eea‘zx} :O—(—5+§®) =5-25[a
0

0 ,fdlslna<0,dh.0O<a<1
Jqf (x)dx—[—SEde‘HEmEde‘zx}O —(—5+§®)—(_—5+Ej——5+g+§—i—
A - 2 . 2 a 22/ T 2 a 2a
52 10-5 5 5
-5+—+ =-5+—+—
2 2a 2 2a fdlsina<0,dh.0<a<1
Ina 53. 5

[ f.(0dx=+5-"-—
0 2 22 tiisina>0,dh a>1

-5 b5Ha 5 5 10-5 5

[ee] 5 00
f (X)dx=|-5@*+-@E > :0—(_+_):_——: -2
InJ.a 0 o { 2 lna a 2a*>) a 2a 2a

falslna>0,d.h. a>1.
Firlna<0, d.h. 0 <a< 1sind beide Flachen positiv orientiert, d.h. es muss gelten:

0 o
5 5 5a 5 )

= -5+ —+—=5-—=-10+5a+—= - + +5=
Ifa(x)dx jfa(x)dx: 5 > Y om 5 > = -10+5a 7 0= -20a+10a” +5=0=

Ina 0
a’-2a+05=0=a,,, =1+,/1-05und wegen0<a<la =1-.05=0,29

Fir Ina> 0ist die linke Flache negativ, die rechte positiv orientiert, d.h. es muss gelten:

Ina o
5 5 5 5a
- [ f.000x =] fa(x)dx:—(+5————aj = =5+ =0=5a=10=3,=2
0

Ina

f) Auf den Seiten 4 und 5 sehen Sie 5 Graphen. 4 davon gehdren zu der Kurvenschar. Geben Sie zu
jedem Graph an, fir welche a-Werte die Kurven einen entsprechenden V erlauf haben und
begriinden Sie, warum der 5. Graph nicht zu der Kurvenschar gehdren kann.

Dieser Graph gehort nicht zur Kurvenschar, weil er
(anscheinend) die y-Achse nicht schneidet. @
Daf,(0) = 5-5a, schneidet aber jede Kurve diese Achse.

(Falls die y-Achse aber doch aulRerhalb des Bildes
geschnitten wiirde, wirde fur den a-Wert dieser Kurve
gelten: a< 0, weil dann weder Nullstelle noch

waagrechte Tangente noch Wendepunkt vorhanden
waéren.)
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Hier liegt ein Sonderfall vor, da die Kurve durch den

Nullpunkt verlauft. @
Das geht nur, wenn f,(0) = 5-5a= 0, also wenn 5 = 5a,

d.h.wenna=1.
Nullstelle bei xy=Ina, d.h. bei x5 =In1=0

Die waagrechte Tangente liegt dann bei In 2a=1n2
Der Wendepunkt liegt bei In4a=1n4

Fir die Nullstelle gilt: x <0, d.h.Ina<0

dh.0O<a<1 @
Fir den Hochpunkt gilt: x >0, d.h.In2a> 0
dh.a>05

Fur den Wendepunkt gilt: x>0, d.h.In4a>0

d.h.a>0,25

Esgiltf(0) >0,d.h.5-5a>0

dha<l1

Falls0,5<a<1, treffen alle Bedingungen zu.

Fir die Nullstelle gilt: x < 0, d.h. Ina<0

dh.O<a<1 @
Fur den Hochpunkt gilt: x <0, d.h. In2a<0

dh.0O<a<05

Fir den Wendepunkt gilt: x>0, d.h.In4a>0

d.h.a>0,25

Esgiltf(0)>0,d.h.5-5a>0 /

dh.a<1

Fals0,25<a<0,5, treffen ale Bedingungen zu.

Fir die Nullstelle gilt: x> 0,d.h.Ina>0,d.h.a>1
Fir den Hochpunkt gilt: x > 0, d.h. In2a> 0, @

d.h.a>05 /\

Fur den Wendepunkt gilt: x>0, d.h. In4a> 0,
d.h.a>0,25

Esgiltf(0) <0,d.h.5-5a<0,dh.a>1
Fallsa> 1, treffen alle Bedingungen zu.

(Falls die Kurve die y-Achse nicht schneiden wirde,
waurde naturlich auch dieser Graph nicht zur Kurvenschar gehéren)

Viel Erfolq bei der Bearbeitung der Aufgaben !
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