04.12.2002 Klausur 2 Kurs MA21 Mathematik Lk

Losung

1 Beredhnen Sie mit dem Newtonschen Naherungsverfahren eine Null stell e der Funktion
f () =18x® - 45x* — 29x +84 , Beginnen Sie mit dem Startwert -2.

Naherungswerte:
LOosung -2
f(x) -1,504087193
Benutzt wird de Formel X < X~ 5~y mit f'(x) =54x*-90x—29 -1,349044937
., X . -1,333485526
ann git 54x% — 90X - 29 54x% —90x - 29 -1,333333333

Der konstante Wert -1,333333333egt die Vermutung nale, dasseine Null stelle bei -4/3 liegt.

2 Beweisen Sie mit Hilfe des Beweisverfahrens der voll sténdigen Induktion: ,,3ist ein Teller des Terms
n®+5n furale nON “.

LOosung

1. Uberprufungfir n=0: 0:3=0, Aussage also giltig.

2. Annahme: Aussage gilt fir n=k, also ,, 3ist ein Teil er des Terms k3+5k*

3. zu zeigen: Die Aussage gilt auch fur n=k+1, d.h., 3ist ein Teiler des Terms (k+ 1)3+5(k+1)"

Bewels: (k+1)3+5(k+ 1)=k3+ 3k?+ 3k+ 1+ 5k+ 5= k3+ 5k+ 3k2+ 3k+ 6= (k3+ 5k)+ 3(k2+ k+ 2)

Die aste Klamner ist laut Annahme durch 3zu teilen, der 2.Sunmandist durch 3zu teilen, weil eine 3 ds

Faktor vor der Klammer steht. Damit ist der garze Termdurch 3zuteilen.  ged.

3 Gegeben sind de beiden Kurvenscharen mit den Gleichurgen f,(X) = —alX* +a° und
2

9.(X) = _Xz+a3 mit a>0. Fir jedes a schlieBen die Kurven von f(x) undg(x) ein Flachenstiick
vollkommen ein.
a) Geben Sie an, was das Besondere an der Lage dl dieser Flachenstlicke ist.

LOsung

Beredhnung @r Schnittpurkte der beiden Kurven:

2
X
—aD<2+a5:—z+a3D -’ +a’=-x*+a'0 ¥ [{1-a*) =a'[{1-a’) 0 x*=a’ 0 x, =+a’

Sondrfall a2=1 (man daf dann ncht durch (1-a?) teilen) : f;(X)=-x2+1; f5(X)=-x?+1 . Die Kurven sind
dannidentisch, d.h. @ Flacheninhdt ist O.
Fir a1 sind de Schnittpurkte immer bei #a2.Funktionswerte: fy(#a?)=-a>+a®=0; g,(#a)=-a%+a%=0.
Das Besondereist also, dassdie beiden Parabeln sich immer in zwei Punkten au der x-Achse schneiden.
b) Beredhnen Sie den Fladheninhalt dieser Fladhen in Abhdngigkeit vona.

(Ergebnis. A@) = % @ _% @’ )
LOosung
Die Grenzen des Integrals wurden urter a) berechnet.
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For O<a<1ist dieser Termnegativ, fur a>1 pasitiv (undfir a=0ist er gleich 0s.0.).
Also glt A(a)=4/3-a>-4/3-a’ fir 0<a<1 undA(a)=4/3-a’-4/3-a° fir a>1.
c) Beredchnen Sie, fur welchen aWert zwischen 0 und 1 ¢ Fladhe maximalen Inhalt hat.

Losung
Extremwertaufgabe: A(a) ableiten und deich 0 setzen:
20 28 ! 5 5
A(a) = Em“ —Eme =00 20M@* =28@° 0 4[@* (7@ -5)=00 a? =0 a:\/;=0,845
Erlauterungen:

Wegen A(0)=0 kann de Flache fir a=0 nicht maximal sein. Negative a-Werte sind richt gefragt.
Da A(0)=0 undA(1)=0 muss avischen 0 und lein Maximum liegen, aso glt a=0,845mit

E\fu 4 5 §_553 5 1005{E[@__ ED{F 0164
A75 377 7 147 \7 1029
d) Untersuchen Sie, obflr andere aWerte grofere Flacheninhalte vorkommen undgeben Sie, wenn
maoglich, den maximalen Flacheninhalt an.

LOsung

Flr x—#e0 wachsen de Flacheninhdtswerte ins Unendliche. Es gibt also grol¥ere Flacheninhdte, ein
maximaler Flacheninhdt (bezogen au alle moglichen aWerte) 1&sd sich aker nicht angeben.

2ax+b
4 Dpe Graph der Funktion mit der Gleichurg f(x) = 1+ %2 soll fur x=3 eine waagredte
Tangente besitzen und duch den Punkt P(0/4) verlaufen.
Beredhnen Sie die Wetefur aund b.
LOosung
Bendtigt wird de Ableitungvon f(x):
()= 2al(l+x?)-(2ax+b)2x _2a+2ax? —4ax’ -2bx _ —2ax* -2bx+2a
(L) (L) (Lex7)
Bedingungen:
' (3)=0 wegen der waag echten Tangente bel x=3
f(0)=4 wegen des Punktes (0/4)

-18a-6b+2a -16a-6b 6 3
fl = = = - — - — -
©)] 100 100 00 16a=-6b0 a _16b 8b
b 3 3 3
f(Q)=—=b=4 a=-——b=-—[@=-—
1 Esgilt also 8 8 2 .Lésung a=-1,5; b=4
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5  Gegebenist die Kurvenschar mit der Gleichurg f,(X) = x> —t X +2,
a) Beredhnen Siein Abhéngigkeit vont die gesamte Flache, die von der Kurve und der Normalen im
F0 X ft ¢ - 2rft? +1))
X) =
Losung 40H
Fir den Wendepurkt benétigt man de 2. Ableitung f, (x)=3x2-t ; ;" (X)=6x
Fur den Wendepurkt gilt f “"(x)=0, dso 6x=0, dso x=0.
Fir die Normalengleichung lyaucht man zun&chst die Sleigung abr Tangente bei x=0: f;"(0)=-t.
Die Seigung cr Normalen ist gleich dem negativen Kehrwert der Tangentensteigung my=-1/my=1/t
Vorlaufige Normalengleichung y=1/t x+c.
Beredhnungvon ¢ durch Einsetzen der Koordinaten fir x=0: (0/2) = 2=c = y=1/t x+2
Schnittpurktbestimnungvon Parabel und Normalen durch Gleichsetzen der Funktionsterme

1 1 2 +1[]
x3 —tD<+2— x+20 x° —tD(—;D( ot x[@ —t——@ o0 x H—O

Wendepurkt voll standig eingeschlossen wird.  Stammfunktion:

t?+1 P +1

. ) =0 %
Es ergeben sich aso de Losungen
Wegen fi(X)=-fi(-x+2u)+ 2v mit u=0 undv=2 , d.h.fy(X)=-f{(-X)+4=-(-x3+tx+ 2)+4=x3-tx+ 2 ist die Kurve
symnetrisch zu (0/2), d.h. ar Wert des Flacheninhdtsist doppelt so grol3wie der der Flache zwischen den
beiden Kurven im Bereich [xq,X;] .

t*+1 F 1241
§+ X+2-x3+tX- 2@x_ _[ @ X - x+tD<§j H*z D(z——D<4+;D<2§f

WA t°+1 1 12 +10] tDt +1_ 41 tt+2f? +1+t3+t_+2t +2-t1 =217 -1+ 2t + 27

D — [ [+ =+ =
Tt 40t O 2 2t* 4t? 2t 4t?
22 +1 +2?+1_+tte2t41 (042 ¢ 1
2 At) = ZD 2 2 7 —t ol 5
4t Gesamter Wert also 4t 2t 2t 2 2t
b) Berechnen Sie, fir welchest der Flacheninhalt minimal wird.
LOsung

A(t) aus Aufgabe a) ableiten und deich 0 setzen:
1 1 4
A'(t)=t—t—3=OD t=t—3D t"=10 t==x1
Uberprifung ad Minimum:

3
A"(t):1+t—4>0fUr alet

Minimale Flache: A(#£1)=1/2+1+1/2=2

¢) Beredhnen Siedie Gleichung der Ortskurve dler Punkte mit waagrechter Tangente.
LOosung

: t t
f'(x)=3x*-t=00 x2:§D X, =+

Bedingungfir waagrechte Tangenteist f "(x)=0, dso 3

bzw. t=3x2 .

Fur die Funktionswerte und deichzeitig fir die Ortskurvegilt damit f(x)=x3-3x3+2=-2x3+2
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d) Bestimmen Sie den Ort all er Wendepurkte der Kurvenschar.
LOosung

Fir alle Wendepurkte hat sich de xKoordinate 0 und unabhang vont die yKoordinate 2 ergeben, d.h.
alle Wendepurkte liegen im Punkt (0/2).

6  Gegeben ist die Funktionsgleichung | (¥) = 7

a) Zeigen Sie, dassdie Flache zwischen Kurve und xAchse imBereich [1;oo[ keinen endlichen
Fladheninhalt besitzt.

Losung
3 Diﬂc
1 ©= 3 x40 .
[ e o= 240 < ars]) =ors
LVX : Or— 0O
0 40

,d.h.ken endlicher Flacheninhatswert.

b) Zeigen Sie, dassdas Rotationsvolumen, bei dem die Kantenfunktion duch f(x) und de Grenzen
x=1 undx= e gegeben ist, ein endliches VVolumen besitzt, indem Sie das Volumen berechnen.

LOosung
- . O a0 .
*01 PR [k 20 2
== = 2dx = = = —-(-2))=2
ITIWDdx nJl’x dx nﬁg_—lg n%a mifo-(-2)) = 20t
024

Also: V=27

Viel Erfolg bei der Bearbeitung der Klausur !
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