e
2008-09-26  Klausur 1

Klll‘S IZMAle Mathematik { **\\&ovasc/,oj*

S

C

* s

* *
. X A
Losung

1

Berechnen Sie von f (x) =4—3x mit Hilfe des Differenzenquotienten die 1. Ableitung.
(x)— 4—3x)—(4-3
it LS () (4-30-(43x)

. . —3x+3x, . X—X,
=lim = =—3-lim =—31=-3
XX, X —Xy X=X, X Xy X=X, X=X X=X, X=Xy
2 Geben Sie eine mogliche Funktionsgleichung zu folgendem Graph an:
f T T T T T
& 5 -4 3 -2 1 ] 1 2 3 4 5 <] 7 8 a

+5)(x+3)(x=2)(x—6)
Eine mégliche Funktionsgleichung ist f(x): (x )(x >2(x )(X )

(x+1)"(x—4)
Zur Kontrolle: -
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3 Zeigen Sie durch Rechnung (Bedingung fiir Symmetrie), dass die Funktion mit der Gleichung

f(x)=2 x’—8x+1 symmetrisch zu einer Senkrechten bei x=2 ist.
Bei der geforderten Symmetrie muss gelten f(x)=f(—=x+2u) mit u=2.

fl=x+2u)=f(—x+4)=2-(—x+4)—8-(—x+4)+1=2-(x"—8x+16)+8x—32+1=

2 2
2 X — 16 X+ 32 + 8 X— 32 + 1 - 2 X — 8 X+ 1 - f (X) W.Z.Z.W. oder q.e.d. (,,was zu zeigen war" oder ,,quod erat demonstrandum *)

4 Stellen Sie eine Funktionsgleichung auf, deren Graph hebbare Liicken bei x=3 und x=—6 besitzt
und bei dem eine senkrechte Asymptote bei x=—1 vorhanden ist, an der sich der Graph beidseitig
ins positiv Unendliche erstreckt. Weiter soll eine Nullstelle bei x =0 vorliegen, bei der die x-Achse
vom Graph geschnitten wird und es soll eine weitere Nullstelle bei x =5 existieren, bei der die x-

Achse beriihrt aber nicht geschnitten wird.
B xe(x —5>2‘(X—3 ) (x+6)
(x+1 )2~(x—3)-(x +6)

fx)=

Das Minuszeichen vor dem Bruchstrich ist wichtig, weil beim Pol an der Stelle x=-1 die Kurve ins positiv

Unendliche gehen soll.(Ausprobieren: -1 fiir x einsetzen und die Vorzeichen beachten)

Zur Kontrolle der Graph:

—2x +x—

3
5 Der Graph der Funktion mit der Gleichung f (x)= 3x > ! besitzt fir x = *00 eine

x +1
waagrechte oder schrige Asymptote oder eine andere Naherungskurve.
Berechnen Sie die Gleichung dieser Naherungsfunktion.

Mit Polynomdivision ergibt sich:

(3x' =23 x—1):(x*+1)=3x—24 2211
x +1

3x3+3x

—2x"—2x—1

—2x+1

Es liegt also eine schrige Asymptote mit der Funktionsgleichung g(x)=3x—2 vor.
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x—k’

6 Gegeben ist eine Funktionsschar mit der Gleichung [, (x)=

Xk
a) Finden Sie durch Rechnung den Bereich der x-Werte heraus, an denen die Funktionsschar
Nullstellen hat.
Fiir Nullstellen gilt die Bedingung f(x)=0.
x—k

=0 - x—k'=0 - x=k

fk(X)_)C2+k

k kann alle Werte aus IR annehmen. Da k quadriert wird, ist der Wert von x immer positiv.
Es gilt also x€[0,0) .
b) Geben Sie den Bereich der k-Werte an, fiir den die Funktionsschar waagrechte Tangenten besitzt.
Fiir waagrechte Tangenten gilt die Bedingung f'(x)=0.
Quotientenregel | (x*+k)—(x—k*)2x _ X k=2x 42k x _ =X+ 2k x+k Lo 5
(362-|-k)2 (xz-i-k)2 (xz—i-k)2

fk,(x)

X =2k’x—k=0 — x1,2:k2i \/m

Waagrechte Tangenten kann es nur geben, wenn der Wert unter der Wurzel grofier oder gleich 0 ist:

K +k>0 — k(K’+1)=0

Die Vorzeichen der Faktoren auf der linken Seite dindern sich beim Durchlaufen der k-Werte, wenn sie den
Wert 0 annehmen. Das ist bei k=0 und bei k=—1 der Fall.

1. Bereich: k<—1 :
Links stehen zwei negative Faktoren, die als Ergebnis eine positive Zahl ergeben. Die Bedingung ist also
erfiillt und es gibt in diesem Bereich waagrechte Tangenten.

2. Bereich: —1<k <0 :
Der erste Faktor ist negativ, der zweite Faktor aber positiv, d.h. die Bedingung ist nicht erfiillt. In diesem
Bereich existieren also keine waagrechten Tangenten.

3. Bereich: k>0 :
Beide Faktoren sind positiv. Die Bedingung ist also erfiillt und es existieren fiir x>0 waagrechte Tangenten.

Die Grenzfille k=—1 und k=0 miissen gesondert betrachtet werden:

_ox—1 x—1 1

k=—1 — f_l(x)—xz_l—(x_l)(x+1):x+1

Hier liegt eine um -1 in x-Richtung verschobene Hyperbel vor, die keine waagrechten Tangenten besitzt.

_x—0 _ x 1

k=0 = f,lx)=

X400 ¥ X

Hier liegt eine Normal-Hyperbel vor, die keine waagrechten Tangenten besitzt.

¢) Bei variierendem k lassen sich Bereiche angeben, in denen der Funktionsgraph jeweils sehr dhnlich
aussieht, sich aber vom Aussehen in den anderen Bereichen deutlich unterscheidet.
Geben Sie jeweils die Grenzen dieser Bereiche an,
skizzieren Sie jeweils einen typischen Graph aus jedem Bereich und
skizzieren Sie die Graphen, die zu den k-Werten gehoren, die die Grenzen zwischen den Bereichen
bilden.

Neben Nullstellen und waagrechten Tangenten kann das Vorhandensein von Polen stark auf den
Kurvenverlauf einwirken. Am Nenner x’+k erkennt man, dass Pole nur fiir k <0 existieren konnen, da
der Nenner nur fiir diese Werte zu 0 werden kann. Ein ,, kritischer* Grenzwert fiir die Bereiche ist also fiir
Pole wie bei den wagrechten Tangenten der Wert 0.
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Die nun notwendiger Weise zu erfolgende Fallunterscheidung wurde schon im Aufgabenteil b) erledigt.
Hier typische Graphen fiir die 3 Bereiche:

k<—1: 1 '
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Und hier die Graphen der Spezialfiille:
k=—1:

Die Formeln zur Symmetrie als Ergénzung zur Formelsammlung:
Achsensymmetrie zur y-Achse: f(x)=f(—x)
Punktsymmetrie zum Punkt (0/0): f(x)
Achsensymmetrie zur Achse x=u: f(x)=f(—x+2u)
Punktsymmetrie zum Punkt (ulv): f(x)

Viel Erfolg bei der Bearbeitung der Aufgaben!
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