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Losung

1 zwei Folgen sind gegeben, a, in rekursiver und b, in expliziter Form:

a,.=2-a,t4;a,==-2 bn=l-n3—n2+§-n—4
3 3
a) Geben Sie die ersten drei Folgenglieder jeder Folge an.
a,==2;a,=0;a,=4 b==2;b,=0,b,=4

b) Untersuchen Sie, ob a,=b, fiir alle n gilt.
Wenn a,=b, gilt, muss man die Gleichheit fiir alle n zeigen. Wenn dagegen a,#b, gilt, reicht es
zu zeigen, dass fiir irgendein n die Gleichheit a,=b, nicht gilt.
Zwar gilt noch a,=b,=12, aber fiir n=5 gilt a,=28 und b,=26 und damit ist gezeigt, dass
a,=b, nicht fiir alle n gilt.

2 Berechnen Sie die Grenzwerte der beiden Folgen ¢, und d, .

4 12
2 2 2-—+—
2-n"—4-n+12 : . 2n—4-n+12 . n n 2 1
C,=— 5 — lim ¢,=lim >— =Ilim 9 :E:g
9+12n n—o n—oo 9+12]’l n—oo _2+12
n
1 1
d =3"—4 limdn=lim(3”—4)=30—4=1—4=—
3 Gegeben ist die Folge an=7'n+6
n+1

a) Zeigen Sie durch Rechnung (ohne Taschenrechner), dass die Folge fiir alle n monoton
wachsend ist.
Wenn die Folge monoton wachsend ist, muss fiir alle n gelten a,,,=a, oder a, ,—a,=0
_7(n+1)+6 7-n+6_Tn+13 Tn+6 _(Tn+13)(n+1)=(Tn+6)-(n+2)

G T TR+ akl nt2 ntl (n+2)-(n+1)
7n2+7n+13n+13—7n2—14n—6n—12: 1 0
(n+2)(n+1) (n+2)(n+1)

Der letzte Bruch ist grofier als 0, weil n>0 und damit auch der Nenner fiir alle n grofier als 0 ist.

b) Zeigen Sie durch Rechnung (ohne Taschenrechner), dass 8 fiir die Folge eine obere
Schranke ist.
Es muss fiir alle n gelten: a,<8.
Tn+6

n+1
Die rechte Ungleichung stimmt fiir alle n mit n€R . Somit ist die Behauptung bewiesen.

<& = Tn+6<8n+8 = —2<n
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: : : 3
4 Berechnen Sie den Grenzwert der geometrischen Folge mit a,=5 und ¢ =7

Die Folgenglieder einer geometrischen Folge berechnen sich aus a, =a1-q”_1 , d.h. bei der

n—1
gegebenen Folge aus a, =5-(Z) . Fiir n—oo geht der Wert der Folgenglieder gegen 0, da der

Wert der Potenzen von 4 wesentlich stdirker wdchst als der Wert der Potenzen von 3.

=5-%:20)

. a
Der Grenzwert der Folge ist also 0. (Ubrigens: s= =——=

5  Der Summenwert einer geometrischen Reihe betragt 2006.
Der erste Summand der zugehdrigen geometrischen Folge sei a, =1 .
Berechnen Sie den Wert des konstanten Quotienten q.

a, a, @ _ 1 _2006=1_2005

Umstellen der Summenformel: s= = l—g=— = g=1—-—

Bearbeiten Sie die folgenden Aufgaben mit dem Taschenrechner.
Benutzte Formeln jeweils auf dem Klausurbogen protokollieren!

6  Firein Handy muss monatlich 9,90 € Grundgebiihr bezahlt werden.

Jede Gesprachsminute kostet 22,5 Cent.

Die Telefonrechnung soll monatlich 100 € nicht iiberschreiten.

Berechnen Sie, wie viel Minuten man dann monatlich telefonieren kann.

Geben Sie die Formel an, mit der Sie auf dem Taschenrechner gearbeitet haben.
Es handelt sich hier um eine arithmetische Folge, zu der folgende Formeln gehoren:
Explizite Darstellung: a,=a,+(n—=1)-c mit a,=990 und ¢=22,5
Rekursive Darstellung: a,,,=a,*¢ mit @, =990 und ¢=22,5
Dabei ist n-1 die Anzahl der Gesprdchsminuten.

1—g s s 2006 2006 2006

Flokl Flokz Flokz F"I-:-t;l. Flokz Flokz
nMin=1 nMin=1
Egin}5999+in—1}* S dEUCR=12+22,
Taschenrechnereingabe: . ) oder ;
& uaMina B wenMinaB L9985
AR A= =
WwiaMina= winMina=
= =
In der Table-Darstellung sucht man nun den Wert 10000 e FLErR
(fiir 100,00 €). EEE ggyE
Wie man sieht, darf n maximal 401 sein, man kann also EE'- EEEEE
n-1=400 Minuten telefonieren, um bei den Gesamtkosten Yz 101z
unter 100,00 € zu bleiben. ::ga HEEE
Yk 1000
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7 Zur Geburt (am 01.01.) und zu jedem Geburtstag ihre Kindes wollen Eltern 1 000 € auf ein

Konto einzahlen. Das Geld wird wéhrend der gesamten Laufzeit mit einem festen Zinssatz
verzinst. Nach 18 Jahren sollen sich auf dem Konto 30 000 € befinden.

a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Taschenrechners, wie hoch der Zinssatz sein muss.
Es handelt sich um ein gemischtes lineares und exponentielles Wachstum, fiir das folgende
Formeln gelten:

n—1

Explizite Darstellung: a,=q""-a,+c-4 _11 mit a,=1000 und ¢=1000

Rekursive Darstellung: a,,,=q-a,+c mit a,=1000 ynd ¢=1000
Fiir n=19 soll der Betrag von 30 000 € erstmals iiberschritten sein.

q ist gesucht. Es gilt g=1 +-£2 , wobei p der Prozentsatz ist.

100

Flakl Flaks Flokz Flakl Flaks Flok=

aMin=1 nMin=1

a1l 849 Cn—-1 SO aBl L B4y n—
. CklEEE+ 1 BEEEC ] .| 12+18660

Taschenrechnereingabe: 494 n—131-13-¢1. B oder uinMin Bl 866

43-12 LRl =

uenMinaB winkina=

RARLERE | RRILERE

Fiir q probiert man verschiedene Werte aus und kontrolliert mit der Table-Funktion den Wert fiir
n=19. Oben ist schon der Ergebnis-Wert g=1,049 (auf 0,1% genau) eingetragen.
L)

i7e0l
194G
ciuir
cZHEE
cEBlE
crArl
IOEEF

Tabelle fiir den Wert g=1,049:

e e ke e e
S |-

n=19

Das Geld miisste also mit einem Zinssatz von 4,9% verzinst werden.

b) Da ein solcher Zinssatz nicht angeboten wird: Wie viel Geld miissen die Eltern jahrlich
einzahlen, damit bei einem Zinssatz von 3 % nach 18 Jahren der Betrag von 30 000 € auf
dem Konto iiberschritten wird?

Hier gilt g=1,03. Gesucht und durch Probieren gefunden werden miissen die Werte fiir a,und c,

wobei gilt: a,=c .

Flatl Flatz Flots Flakl Flatz Flokz
aMin=1 nMin=1
SgtmaBl 83 Cn—12 muCmaBl B3kl e—1

: #1195+1 195401 . B3 2+1195
Taschenrechnereingabe: ~¢ w21 9= 3 7¢ 1. B3— oder " yinMiniBE1 195
12 UL E
WinMinaBL1193% winMina=
ain =N W=
n |udned
iz iBBE:
iy ciyig
it cocch
Table-Darstellung: 1? %EEEE Es ergibt sich durch Probieren der Wert 1195 €.
Ao | 5iidE
w=19
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8 Je nach Vorkommensgebiet kann sie [die Pappel] eine GréfSe von 20 bis 35 m erreichen.
In unseren Breiten wdchst kein Baum schneller als Pappeln. Diese Art hat ihr Wachstum

bereits mit 60 Jahren abgeschlossen.
Quelle: www.wikipedia.de, Stichwort: Espe/Pappel

Eine Pappel der GroBe 1 m wird gepflanzt. Nach einem Jahr hat die sie die Hohe 1,20 m
erreicht. Die Pappel soll spéter tatsidchlich eine Hohe von 35 m erreichen.
Zeigen Sie, dass der Faktor q in der Formel zum logistischen Wachstum etwa den Wert 0,2
besitzt und rechnen Sie dann auch mit diesem genédherten Wert.
Formel zum logistischen Wachstum: a, =a,+ %-an-(G —a,)
Hier gilt: a,=1 ; a,=1,2 ; G=35 Mit diesen Werten kann q berechnet werden:
q q G{a,,=4,)_35(12-1)_ 7

an+1:an+5'an'(Gian) = a —GHZE'GH‘(G*CIH) = q: =

a(G-a, 1-(35-1) 34

n+1

7
Es gilt (Taschenrechner): 34 0,2058823529~0,2 g.e.d.

a) Berechnen Sie, wie lange es dauert, bis die Pappel ihre grofite Hohe von 35 m erreicht hat.
Einen genauen Zahlenwert kann man nicht angeben, da der Baum auf Grund der Formel fiir das
logistische Wachstum erst nach unendlich langer Zeit die Hohe 35 m erreichen wiirde.

Flokl Flokz Flok= eemmmam s
nMin=1 -
e Bucn—=13+0. 2
SR C=1 2350

Mit der Eingabe Cm—1 0 ergibt sich der Graph [
UinMin2BLlx s r
RERLE LS | o
winMini= =’

W MO0 W T HDOCL
nMin=1 TPlotSter=1
aMa=x=aH _ HmlnfE

mit den Window-Einstellungen E % EEEESEEI 1 EEET;?E
Amin=E Ymin=-1
Amax=aEH Ymax=37
Jrscl=1A Yaczl=1H

Man sieht am Graph, dass zwischen den Markierungen fiir 30 Jahre und 40 Jahre der Maximalwert
fast erreicht wird. Also konnte man 35 Jahre als Ergebniswert akzeptieren.

b) Steht das Ergebnis im Widerspruch zur Aussage in der Wikipedia? Wenn ja, wie ldsst sich
dieser Widerspruch erkliaren?
Laut Wikipedia ist das Wachstum erst mit 60 Jahren beendet. Das scheint ein Widerspruch zum
Ergebnis unter a) zu sein. Man muss aber bedenken, dass der Baum bei der Pflanzung schon I m
grof war. Pflanzt man einen 2 cm grofsen Schossling, so ergibt sich mit u(nMin)={0.02} das

———
-
-
-

Diagramm | mit der Losung 60 Jahre.

"
-J’{

Ein Widerspruch zum Wikipedia-Eintrag kann also nicht eindeutig festgestellt werden.
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QO Das mittlere Quadrat hat eine Seitenldnge von 1 m.

Nach aufen wird unendlich oft ein Quadrat angesetzt,
das jeweils die halbe Seitenlénge besitzt.

a) Berechnen Sie den Flacheninhalt der gesamten
grau getonten Fldche.
Das innere Quadrat hat den Fldicheninhalt 1-1=1

Fiir die nach aufien angesetzten Quadrate ergeben sich

11 1
der Reihe nach die Werte ——=—

22 4°

11 1 11 1
44 16 88 64 "
Das mittlere Quadrat und -
die zu einer einzigen Seite
angesetzen Quadrate haben also den

I 1 1
icheni l+=+—+—+..
Fldcheninhalt FRIERIVE
Die Summanden bilden also eine geometrische Folge mit

q=% und a,=1.

Mit der Summenformel s= ergibt sich also die

-q
Summe L 1 A4 . Da sich die Quadrate aber in
13 373
4 4
. : . . . 4_16
4 Richtungen erstrecken, muss dieser Wert mit 4 multipliziert werden: Zwischenwert 4 373

Nun ist aber das mittlere Quadrat 4 mal berechnet worden. Also muss man noch den 3-fachen Wert
16 16—9 7
fiir das innere Quadrat abziehen: 37 3= 3 3

7 1
Der gesamte Fldcheninhalt betrdgt also Emz =2 gmz .
b) Berechnen Sie die Summe der Umfange aller Quadrate.

Das innere Quadrat hat den Umfang 4-1=4 . Fiir die nach aufen angesetzten Quadrate ergeben

1 1 1 1 1 4 1
] / ] 4.—=2 ; 4—=1 ; 4—=— ; 4—=—=— -
sich der Reihe nach die Werte > s 4T P AT 616" 1 v
Die Summe der Umfiinge der Quadrate, die sich zu einer einzigen Seite hin erstrecken, kann man
schreiben als 4+2+1 +l+l+... =4-1 +4'l+4'L2+4'L3+... .
2 4 2 2 2

1
Die Summanden bilden also eine geometrische Folge mit 9= und a,=4.

Mit der Summenformel s= lal ergibt sich also die Summe 4 =

Da sich die Quadrate aber in 4 Richtungen erstrecken, muss dieser Wert mit 4 multipliziert
werden: Zwischenwert 8-4=32 . Es muss allerdings der 3-fache Umfang des inneren Quadrates
abgezogen werden: 32—-3-4=32-12=20.

Der Umfang aller Quadrate betrdgt also 20 m.
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Einige Formeln — ungeordnet und unkommentiert

an+l :q .an

Viel Erfolg bei der
Bearbeitunig der
Aufgaben!

an+1 =q 'an +c

a

n+1

=a,+c
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