Thema: Analysis - Kurvenschar - e-Funktion

Gegeben ist eine Funktionenschar f_ durch die Gleichung fa(x):icj ; a€R\{0} .
a-e

1 Untersuchen Sie die Funktionenschar auf Definitionsbereich, Verhalten fir betragsmafig
grol3e x, Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, waagrechte Tangenten und
Wendepunkte.

Zeichnen Sie die Schaubilder der Funktionen f _(x)und f_(x) .

Definitionsbereich: D=IR, da e*# 0 fur alle x
Verhalten flr betragsmaRig grof3e x:

X3+ > f (x)>2

Anwendung der Regel von I' Hospital:

. a_ . 1

lim 222 = im =0

x40 0-€° x50 0-€"

Also ist die x-Achse Asymptote flr x>+ .

Xd—0 > fa(x)%% - —oo fur a>0 und fa(x)»% > +oo fur a<0
+

Achsenschnittpunkte:

x-Achse: y=0, also m:0 > x+a=0 » x=-qa

a-e”
y-Achse: x=0, also y:tz:gﬂ - y=1, unabhangig von a
ae’ a
Ableitungen:
) 1.0e"—(x+a)-ae” 1—-(x+a) —x—a+1
fa(X): (XZ) - (X): X
(ae”) ae ae
. —1-0e*—(—x—a+1)-ae* —1—(—x—-a+1) x+a-2
fa (X): ( X\2 ) = ( X ): X
(ae”) ae ae
1.0e"—(x+a—2)-ae* 1-(x+a—-2) —x—a+3
)2t 0¢ a2} a¢"_1-(x+a-2)_~x-a

(ae*y ae” ae
1

a'e1—a

waagrechte Tangenten: f_ '(x)=0 % —x—a+1=0 » x=1-a > f_(1-a)=

Art des Extremums fa"(1—0)=1_a+a_2= —1_ 5 Maximum fir a>0 ; Minimum fiir a<0
ae'™®  qge'?
Wendepunkte: f,''(x)=0 » x+a-2=0 = x=2-a > f _(2—-a)= 22_0
ae
Krimmung fa"'(2—0)2_2+a;f+3= 1270 »  rechts » links fir a>0
ae ae

links » rechts fur a<0
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2 Berechnen Sie, fir welches a>0 der Punkt mit waagrechter Tangente den kleinsten
Funktionswert besitzt.

x-Wert bei waagrechter Tangente: x=1-a

y-Wert an dieser Stelle: fa(1—a):1_a+a: ! =y(a)
ae1—a ae1—a
Minimum von y(a) : (Kettenregel, Produktregel)
] 1 1-a 1-a 1 1-a 1-a e1ia a-1
y'(a)=— (1" +a-e"%(=1))=— (e "—a-e'")=— (1-a)= —=0 » o=1
(Cl e1—a)2 (G e1 0)2 (G e1—a)2 az e1

1-0°e' “—(a—1)(2ae' "+a’e' ?(-1))
(oP-e' )2

Art des Extremums: y''(a)=

0
y''(1 )ZHE—_()(;('"):%=1 >0 » Minimum
e

3  Zeigen Sie, dass die Schaubilder zweier Funktionen f (x)und f_(x) mit r#s immer genau
einen Schnittpunkt haben. Berechnen Sie die Koordinaten dieses Schnittpunktes.

—Sr —Xr

( ):X+r:X+s:fs(x) > (x+r)s-e*=(x+s)r-e* SXS+IrS=Xr+Sr > xs=xr -

f(x

r-e* s-e*
xs—xr=0 = x-:(s—r)=0
entweder ist s=r , was aber wegen der Bedingung s #r ausscheidet

oder x=0, d. h. alle Kurven schneiden sich bei x =0 im Punkt (0/1) (siehe oben)
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4 Zeigen Sie, dass die Flache, die sich im 1. Quadranten zwischen dem Schaubild fir a>0
und der x-Achse befindet, endlichen Flacheninhalt besitzt, indem Sie den Flacheninhalt in
Abhangigkeit von a berechnen.

Lésung mit Hllfe der Produktintegration: f (uv ')dx:u-v—f (u'v)dx

Y X+Q 0 1 © e—x u'=1; v=—-— X+a © e—x
f de:f (x+a)-—xdx:_f(x+a)- dx = 7 |- - —‘f ——dx=
0 Cle 0 u Cle 0 u G Cle 0 0 G
v’ v’
x+a e*| [—x—a-1[ —-a-1_1 . .
— — | = = 0 - =—+1, d. h. endlicher Wert flr alle a aul3er 0.
ae” a | ae* o ['Hospital(s.o.) a a
Anmerkung:
L .
Fir a<0 misste man den Flacheninhalt bestimmen aus f f,(x)dx|+ f f,(x)dx|.
0 —a

Das muss hier aber nicht durchgeflhrt werden, das es nur auf die Endlichkeit des
Flacheninhaltes ankommt.
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